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Η ΥΠΕΡΡΒΑΤΙΚΟΤΗΊΤΑ ΤΟΥ ο 


Για την απόδειξη της υπερβατικότητας του 6, θα χρειασθούµε κάποιες 


βοηθητικές προτάσεις-λήµµατα τις οποίες παραθέτουμε: 


Λήμμα ΙΥ: ο (1) Εάν ρ πρώτος και ν φυσικός µε (Ρ.ν):Ε1 (: δεν είναι πρώτοι 

προς αλλήλους), τότε νΞπολρ. 

ο (1) Εάν όµως ν-«πολρ τότε (ρ.ν)Ξ. 

ο (111) Αν ρπρώτοςκαι Ρ/α:β τότε (ρ/α ἠ ϱ/β) 

ο (ἵν) Αν(ρ/α και ῤρβ)τότε Ρ]αβ 

ο (ν) Αν(ρ/αι,ρ/α,..Ρρ]αι) τότε Ρ αια....ᾶν 

ο (νί) Αν ρπρώτοςκαιν φυσικός µε ῥρ2ν τότε ϱρ | (ν))” 

ο (ν!1) Αν το ρ διαιρεί τους όρους ενός αθροίσματος πλην ενός, τότε δεν 
διαιρεί το άθροισμα. 


Απόδσειζη: (1) Έστω ότι (ρ.ν)Ξὸ ΣΙ. 


Τότε δρ» (επειδή ϱ πρώτος) 
(1 ή ϱ)-»(ὁ κἩ 
ὃΞ ρ (1) 


Έτσι δ/ν-»ρ/ν-»ὶ νζπολ 
Ὃὸ 


(1) Πρόκειται για την αντιθετοαντίστροφη πρόταση (1) άρα ισχύει. 

(11). Για την απόδειξη αυτή, θα χρησιμοποιήσουμε ένα θεμελιώδες θεώρημα 
τῆς θεωρίας αριθμών που είναι το εξής: “Αν (α,.β)Ξ1. τότε Ἄχερ και 
γερ: αχ ΕβΥΞΙ”. 

Έτσι έχουµε: 


Αν (Ρ/αβ και Ρ/{α)-»(Ρ/αβ και α πολ ϱ) 


ο λν(Φ/αβ και (Ρα) 1 (2) 
(1) 


Όμως, απὀ το θεμελιώδες θεώρημα της Θεωρίας Αριθµών, υπάρχει 


ν) 


(ν) 


(ν)) 
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(α,γ)εβρχρ:ρχΓανξ]. 


Έτσι η (2) γίνεται: 


α-κ.ρ Ικερ (3) 
ΡΧΤαγΞ]Ι (4) 


Επιλύομαι την (4) ὡς προς α και αντικαθιστούμε στην (3): 
(Μπορούμε να υποθέσουμε ότι ν-0. διότι αν γΞ0., τότε 2] και το 


συμπέρασμα καθίσταται προφανές, αφού 1/β). 


Ῥιου ΕΝ Αρ ρς βΙ- ρ.)-» 
.. 


Κνρ- Αῥ- Αρχ (49 ΥΡΟΡΞ ΛΑ» 
ῥςπολρς» Ρ/Ρβ. 
Οµοίως δείχνουμε ότιαν (Ρ/αβ και ϱ/ 0) τότε ρ/α. 


Έτσι τελικά έχουµε την αποδεικτέα, δηλαδή 


Αν (Ρ/αβ) τότε (ρ/αἠ Ρ/Λ). 
Πρόκειται για την αντιθετοαντίστροφη πρόταση (11), άρα ισχύει. 


Η ισχύς της προτάσεως για νΞ2 απεδείχθη στο (1). 
Ὑποθέτουμε ότι Αν (Ρρ/αι.ρ/[α....,Ρ/ αι) τότε 
β[αι-.,..ἂχ (5) 
Θα δείξουµε ότι Αν (Ρ/αι,ρ[α.....,Ρ]αι.δ | αιιι) τότε 
Ῥ{αι-ᾱ,. ἀνταῃ (6) 
Από (5) έχοµε ῥ /αια....αι και από υπόθεση της (6) έχοµε Ρ/αμι. 
Τότε απὀ την ισχύ της πρότασης για νΞ2, έχοµε ότι ϱ/{(αια,...αι)αμιι 


δηλαδή } αια....αμαμιι, ποὺ είναι η αποδεικτέα. 


Αν Φ2ν, είναι προφανές ότι ο Ρ δεν διαιρεί τον ν και οποιονδήποτε 
µικρότερό του . Δηλαδή 
ΡΙΡΙ ΗΡΙ ΗΡΑ Ρ9ὴ 


Επίσης 
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(ρήνΙ  ν)ιιιρ | ορ {(νρ”. 


Φ επαναλήψεις 


ν) Αν ρ]αι.ρ]α,..ρ]αι, και αιμ. τότε αν θέσουµε 
Ριαι.βι02..0]6ι Ρα, μ 


Μαι-α, αι... ἜαμἜαμι 
Μ τπιρ πυρ ΓπιρτΤ... Ἔπιρταιι 
Μ Ξ ρίπι -π. ...Ἔπι)ταιμ- (0) 
Εάν τώρα υποθέσουµε ότι Ρ/ Μ . τότε Μ-- ρπ και η (7) δίνει 


ῥπ-- ρίπι πι Ἑ.. Ἔπι)]Ξαιμ 





ρίπ-πι- πο --.. πι) Ξαιιβρ/αιιι άτοπο. 


αήμμα Υ’ Ισχύουν: 


(ϱ πχ” .ε--θ, πεὸ 
(18) Έστε τών Ξπι, πεὸ (1) 
0 
Απόσειζη: 
(Ὁ πχ" ο -Ξ πι σ--- Εφαρμόζουµε τον κανόνα του ἆε᾽ Ηοςρίαἱ η φορές 
Ἔοο Γοο 6 
και έχοµε: 
Π πα (1) ι 
πο ας ος ) μπα -- πι] Πα μί --ὖ 
ορ πο(ϱ) πο προ ο 
(1) Ἡ απόδειξη θα γίνει µε επαγωγή. 


ο Για 1Ξ0 έχω 
Ἕκορ” ο ο Ξ το, --[εἹς --Ισπε κε -θτί-1-0ἱ 
0 0 0 κό 

ο Υποθέτουμε ότιη (1) ισχύειγια η Ξ Κ δηλαδή 


[α. ο -κΙ (2) 


0 


Θα δείξουμε ότι Γι η (3) 


0 


Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της (2) µε (4 -ΕΤ) και έχοµε: 
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η [α1ε” ο - 
Τ (κ Ὀκς” -- (κ Όι-» 
Ἡ (αν ο. --( κὐι-» 
ος π αχ (ο) (κ » 


Ύοο 
Ππικ ο θε Ε [αἲ ετὉ --(ς-Ώίξ» ) 
Γοο 0 


0--0-. {κ ο" --(ςὈ! που είναι η (3). 
0 


Άρα [α”ε Ἱξπι νπεὸ. 


Θεώρημα: Ο ο είναι υπερβατικός. 


Απόδσειζη: Ἔστω ότι ο ὁ εἶναι αλγεβρικός. Τότε θα υπάρχει πολυώνυµο µε 


ακεραίους συντελεστές του οποίου το 6 θα είναι ρίζα. Ἔστω 


αμχ" αρια.  Ἑ.. Ἔάρςθ, ἄρ.....α, ΕΡ µε α, Αθ το πολυώνυµο αυτό. 


Ορίζουµετους αριθμούς Μ.ΜΙ.....Μ;, και ει.....ε, ὣς εξής. 


χ [ία -- Ὁ.. (ας --π)} οἲ 











. . αχ 
. (ρ- 0! 
Μι ο [ χ [ία --Ώ)...(α -- π)]) ο - 
(ρ-Ό! 
έ -- αι] α΄ "ία να Ῥ...(α ὤ-- π)γε - 
5 (ρ- 0! 


Ο Ρπαριστά ένα πρώτο αριθµό τον οποίο θα επιλέξουμε στη συνέχεια. 
[(α -- Τ)...(α -- η) κ” -Ε... ΕΠ] 
[ία -- Ε...(α -- π)]η -- αὉ Ε.Ε (π!)ή. 


Ἔτσιτο Μ γίνεται: 
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Φ ΧΡ (ο Έ... Ἕσρλα 
Μ -| ( πρ 0) κ 
ἳ ρ-υ' 
ἶ (ος ο ρομεο ο 
α ρ-υ' 
1 Γν πρερ- -ᾱ Ι Ῥ ἒ-ᾱ 
[οκ ο κ --... [οκ ο κ 
(ρ-Όίο (01ο 


Πρ 0ο : - 
[μπι 


μεν 
α-ο(ρ-- 0! 0 


όπου οι «, είναι ακέραιοι και ο, Ξ “(1)”. 


Αλλά από Λήμμα (11) 
[κλο ἄχ ας 
0 
Άρα 
η τν / 
πο αμ μῶ (1) 
αξθ (2 οτε Ρ! 


κα ο ον ο ζω ος 
νο ος 


Αν μάλιστα θεωρήσουμε ῥ2. τότε ο (1)” δεν διαιρείται µε το Π, (Δήμμα 


Για α- 0 παίρνουµετον όρο ορ 


ΤΝ νι) ενώ για κάθε α 2 0 έχουμε τους όρους: 


. (Ρ--Ι--α)ὶ 
ομουὶ 


που διαιρούνται όλοι µετο ῥ. 


Ξο(ρτα-]ίργα--)..Ρ 


Άρα ο ΛΜ, είναι ένας ακέραιος που γράφεται ὡς άθροισμα προσθετέων 
διαιρετών µετο Φ. πλην ενός που δεν διαιρείται µετο ῥ. 
Άρα (Λήμμα ΙΝ, (ν1)) ούτε ο Μ διαιρείται µετο ῥ. 

Θα εξετάσουμε τώρα τον Μ,. Έχουμε: 

ἆ» [ία --Ὁ... (8 -- η) ο 

(ρ --Ό] 
κ [ία --Ό.. (απο 
ρ-υ' 


αχ 





Μι, ο] 
ζ 





. αχ. 
κ 
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Θέτουμε ἡΞαχ--{-αᾶμ ξ αχ 
για ΧΞΚΞΙΞΟΘΟ 
για χ--» ορ ---οο, 


Άρα τα όρια ολοκλήρωσης αλλάζουν σε 0 και οο επομένως 





Φ(µ- κ)Σ [ωκ-τΏ.ιμ..(α κ -- πε" 
.. -0ι 
Επειδή ο παράγοντας µ µέσα στην αγκύλη βρίσκεται στην Κ-θέση και η }- 
δύναμη αυτής περιέχει τον παράγοντα μ” ολόκληρη η παράσταση 
(-ς ΚΤΠ ς Κ.-- Τις .. (ας. -- π)]” 
είναι ένα πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές, του οποίου κάθε όρος έχει 
βαθµό τουλάχιστον ῥ. 
ο ο ο ο ο ο ο αἱ 
όπου Β/ΞΙ 
ο ας ὐ.---- 
(η -- κ) [(μ- Κ-- Ὀιμ.. (ας κ -- π)]’ -- 
ο ο αμ ο κα 


(1-1) ρ--ἶ ρε Ρ 
γι ο 











άρα 
Ἱ-- [ ας. Έ..ΕΏι ΕΏμι λε" 
οδ ρ--Ώ1 
ο (1-1) ρ--ἶ 
ο (2-01 ἳ -- αἱ 
: τι ον το --. Ρι] μα αι 

σ-υι (ϱ-Ρ! 
η 1 ορ Λήμμα 4) η --1 ! 

- ο παν ο [ορ αι ο - | (ρ . 
πιω οι ο ερ] 


όπου οι {, είναι ακέραιοι. 
Κάθε όρος του παραπάνω αθροίσματος διαιρείται µε το ῥ έτσι κάθε Μ, είναι 


ένας ακέραιος που διαιρείται µε Ρ. 
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Επειδή το ευποθέσαµε ότιτο ε είναι ρίζα του πολυωνύμου 
α͵χ’ Ἔᾱ,ιχ Έ.. Ἔᾱρςο, τότε α,ε’ --ᾱ, ιο” .. Ἔαρςοθ, αι 0. 
Αντικαθιστώντας σ᾽ αυτό τις σχέσεις 


Μ 
κο εκ, ας -12....Ἡ 


έχουμε 


Μ, τει, 2 
αι λ αμ ι 


Μι τε 
σας πο Ε, Ἔαρξθς 


α,(, Κε) ται Κε) Έτ... αρ Ξθ05 

(αι, ...ΕαμΜ -Γ αρλ{) Ε(αιει -Γ... Γαμει)Ξ 0 (ὔ) 
Χωρίς να βλάπτεται η γενικότητα υποθέτουμε ότι ρ2]αρ/ὸΡ]αμ. 
Άρα ο Μκαιο αρ δεν διαιρούνται µε ῥ κατά συνέπεια (Λήμμα ΤΝ (ν)) καιο 
αρ δεν διαιρείται µε ρ. 
Αφού κάθε ΛΜ, διαιρείται µε Φ, τότε ο αριθµός αμ, Γ...Ἔα,Μ,, διαιρείται µε 
Ρ και από Λήμμα ΙΝΥ(νΠ1) ο αριθµός αμΜ -ΓαιΜι -Ε...ΓαΜ, δεν διαιρείται µε 
Ρ. 
Ειδικότερα η επιλογή του ΛΜ µπορεί να γίνει κατά τέτοιο τρόπο ὡῴστε 
αναγκαστικά να είναι µη-αρνητικός ακέραιος. 
Για να οδηγηθούµε σε αντίφαση και να δείξουμε ότι ο 6 είναι ὑπερβατικός 
αρκεί να δείξουµε ότιο 

[αιει Ε... Ἔαμει|-0 (1) 

επιλέγοντας αρκετά µεγάλο Ρ. 
Για να δείξουµε την (1) αρκεί να δείξουμε ότι|ει|-»0 ΝΚΞ ],2....Π. 
Ἐπειδή π σταθερός αριθµός (βαθµός της πολυωνυµικής εξίσωσης), αν 
.Γ«άςᾖῃ τότε από 


{ οΜικτει 


σει-εΜ-Μ, 
Μ 


έ 


ει Μ- Μι] ΣΙΕ ΜΜ ΣΙΕΜΙ 
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{ ρ-ὶ - . .... 
ο ει]αοι ιά [(α-- Ε..(α --α)) |ε -- 
0 (ρ- ὓ! 
Ἅ ρ-ἰ ή -- Ρ -λ 
ρτ] Πα --Ό.. (η) ]ε - 
0 (Ρ-- υἱ 
διότιαπό θς κ η «πμ. 
Αν 4 Ξξπιαχ](α-- Ε....,(α--π)| για χε[θ,Π]. τότε 
Ἱ η ή Όρ-χ πρ] 48 η 
[ει εδ] -- ος θεά ο [οᾱ (2) 
ο (Ρ- ὓἱ (ϱ-Ό! ο 
και επειδή το ολοκλήρωμα [ ο ᾱχ 
0 
για -χξωςξ-ακξαωξακξ-αω 
για χξθ 0 
χξΞησῶξ-π 
δίνει ότι 
ο τω 9 ω ωἼ0 0 --Ἡ οἱ 
[εκ -[εάω-- [ εἴάω-[ε], πε -ε"τ---«ἰ. (3) 
0 0 --Ἡ έ 
Έτσιη (2) λόγω (3) γίνεται: 
π ρ-ὶ 4Ρ πο 4β ις Ρ 
Ἱ.-ᾱ 4 «ἐπ 4 ο ο 14) 
(ΕΙ 5) Ὄ2-υ' 
(14)” 





και επειδή το Π: 4 είναι σταθερά, τότε ο αριθµός µπορεί να γίνει 


(οι 
μικρότερος απὀ οποιονδήποτε «206. αν πάρουμε το ῥ αρκετά µεγάλο (Λήμμα 
Η). Δηλαδή ]ει|«ε νε»Σ0.Έτσι ει, -»0 καιισχύειη (1). 

Κατά συνέπεια, απὀ (Ἠ) δεν µπορεί το άθροισµα δύο µη αρνητικών αριθμών να 


είναι μηδέν! 


29 


Η ΥΠΕΡΡΒΑΤΙΚΟΤΗΊΑ ΤΟΥ π 


Ἱστορία και σκιαγράφήση της απὀδειζης: Η απὀδειξη π που θα παρουσιασθεί, 
αφείλεται στον ΓΙΠπάεπιαπη και πραγματοποιήθηκε το 1852. Εκείνη η χρονιά θα 
μπορούσε να χαρακτηρισθεί ως το τέλος µιας υπερπροσπάθειας που είχε 
αρχίσει απ᾿τους Αρχαίους Έλληνες και αναφέρετο στον τετραγὠνισµμό του 
κύκλου µε κανόνα και διαβήτη. Είναι γνωστό, ότι το πρόβλημα ανάγεται στην 
κατασκευή ευθύγραµµου τµήµατος μήκους νπ. Το γεγονός ότι ο π είναι 
αποδειχθεί ότι ήταν άρρητος, δεν απαγόρευε την κατασκευή του µε κανόνα και 
διαβήτη, αφού και οι αριθμοί 42, 2 ῥὸ κτλ. είναι άρρητοι µεν, αλλά 
κατασκευάσιµοι ευκόλως µε την βοήθεια και του Πυθαγορείου Θεωρήματος. 
Ἡ απόδειξη της υὑπερβατικότητας του π έθεσε τέρμα στις προσπάθειες 
τετραγωνισμού του κύκλου µε κανόνα και διαβήτη, αφού µόνο αλγεβρικοί 
αριθμοί είναι κατασκευάσιµοι. 

Ἡ απόδειξη της υπερβατικότητας του π, έχει αξιοσηµείῶτες ομοιότητες 
µε την απόδειξη της υπερβατικότητας του 6ἱ 

Βεβαίως το προηγούμενο δεν είναι και τόσο παράξενο, αν σκεφθεί 
κάποιος ότι οι αριθμοί 6 και π δεν είναι τελείως άσχετοι, αλλά συνδέονται µε 
µια εξαιρετικά απλή, όσο και όμορφη σχέση, γνωστότερη ὡς σχέση του Ει]ατ 
δηλ. ε” ----Ι. 

Την σχέση αυτή θα αποδείξουμε πριν την κύρια απόδειξη, αφού θα µας 
χρειασθεί ὡς λήμμα. 

Επίσης θα µας χρειασθεί και η πρόταση ότι "το γινόμενο δύο αλγεβρικών 
αριθμών είναι αλγεβρικός”. 

Ἡ απόδειξη της παραπάνω βοηθητικής πρότασης, είναι αρκετά 
εκτεταμένη, αοφύ προὐποθέτει θεωρία των αλγεβρικών επεκτάσεων σωμάτων. 
Παρόλα ταύτα, δεν θα αφεθεί αναπόδεικτη. Όμως, η παρακολούθηση τῆς 
απόδειξης, προὐποθέτει κάποιες στοιχειώδεις γνώσεις και ορισμούς, οι οποίες 
προὺποτίθενται. Αυτές είναι: Ορισμοί δακτυλίου, σώματος και υποσώµατος. 


Ορισμοί διανυσματικού χώρου, υποχώρου, γραμμικώς ανεζάρτητα διανύσματα 
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και }ραμμικώς εζήρτημένα. Βάση και διάσταση ὁιανυσματικού χώρου. Ακόμη 
για την απόδειξη της υπερβατικότητας του π θα χρειασθούν και κάποιες 
ιδιότητες των συμμετρικών πολυωνύμων όπως και των στοιχειωδών 
συμμετρικών πολυωνύμων τις οποίες θα αποδείξουμε. 
Τέλος θα χρειασθούµε µια βοηθητική συνάρτηση την 
. 
(-0ἱ 


της οποίας µας ενδιαφέρουν οἱ παράγωγοι διαφόρου τάξεως (έως και ῥ 


(κ) Ξ Γαλ τ(ομχ Ε...Ἔσι), 





συγκεκριµένα). 


Η διαδικασία αρχίζει µε την απόδειξη του παρακάτω: 
ήμμα ΥΊ: Ισχύει η ισότητα ο” ----ἶἰ (Εαίετ) 


Απόδειζη: Από σειρές Τ8γΙοτγια 2Ζες έχουμε: 


3 5 


. Ζ Ζ 
«Ἱηπζ-2ζ---- Ἔ----- 
αμ... 
2 4 
Ζ Ζ 
οοδζξ]-------- 
2) 4 
Ζ σ 
ο' Ξ1---------- 
η 3 


Θέτουμε όπου Ζτο ἶζ: 
. . 2 . 932 . νά . 5 
ο. εφ ρα ο Έ., 
{Ἡ 2 31 4] ολ 
2 3 4 


µ Ζ 1 
Ξ- 1 -- ἰζ Ἔ στ Ἐν 
2 δι ᾱ 5 


ν 4 3 5 

Ζ Ζ ͵ Ζ Ζ 
σ[ι-λρε οσο μήλ-ρες-. 

2!) 4 31 5 


Ξ-οοςΖ-ΓἰδίηζΞ» ἰζ 








Ζ-π 


ο” -συνζ-γημτ- 6” -- συνπ--ἵημπ 
-- οσα -- η] 


ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΟΘΟΕΟΩΡΙΑΣ ΑΛΓΕΒΡΙΚΟΝ ΕΠΕΚΤΑΣΕΩΝ 
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Ορισµός 1: Ἔστω Ε σώµα. Τότε ορίζουμε ὡς δακτύλιο των πολυωνύμων τής 
μεταβλητής κα: 

Ε[α]ξ{ίαιχ’ -...Γαιχ αρα ΕΣ, ΙΞ012....ν και νΞ01412....} 
Αν α, 30 τότε ορίζεται ὡς βαθµός του /{(α)ξαμαχ” Ε...Ἔαι ο αριθµός ν και 
γράφοµε βαθµ {(α)5Ξν ἠ ἆερ [(α)5Ξν. Ας σημειωθεί ότι το Ε]α] δεν είναι 


σώμα, διότιπ.χ. χε Γκ] ενώ α΄. εΕ][α]. 


Σηµείώὠση: Για τις ανάγκες της απὀδειξής µας για το π, αρκεί Κάθε φορά να 
έχοµε στο μυαλό µας ότι το σώµα } είναι το σύνολο τῶν ρητών ὅὃ . Παρόλα 
αυτά, θα δώσουμε στην συνέχεια γενικότερο ορισμό για το αλγεβρικό στοιχείο 
επί σώματος, όπως και της έννοιας βαθμού αλγεβρικού στοιχείου. 

Οι γενικότεροι ορισμοί γενικεύουν και το θέµα, ενώ η θεώρηση του θέματος 
των πολυωνύμων µε ακεραίους ή ρητούς συντελεστές µπορεί να 
αντιμετωπισθεί ισοδύναμα, ὁιότι κάθε πολυώνυμο |ε ρητούς συντελεστές, 
µπορεί µε πολλαπλασιασμό µε το ΕΚΠΙ των παρονομαστών να μετατραπεί σε 
πολυώνυµο ακεραίων συντελεστών ιδίου ῥαθμού, µε ἰδιες ρίζες και να 


εξακολουθεί να είναι ανάγῶγο, αν αρχικά ήταν ανάγωγο. 


Ορισµός 2: (γενίκευση) Έστω Ε' υπόσωµα του Εἔ και αςεξ. αν υπάρχει 
πολυώνυµο {Γ(α)εμρ]α], Γ(α)-:0 (: μηδενικού πολυωνύμου) µε /(4)Ξ0. 
τότε λέμε ότι το α είναι αλγεβρικό επί του Ε. Αν δεν υπάρχει τέτοιο 


πολυώνυµο, λέμε ότιτο α είναι υπερβατικό επίτου Ε. 


Παραδεῦματα: 

ο Για Γ-δὅ. Ε-δ. α- 2 και [(α)-- κ --2εδ[χ] και [[αχ]-ε μηδενικού 
πολ/σμού, έχω το συμπέρασμα ότι το γ2 είναι αλγεβρικό επίτου ὃ. 

ο Επίσης για Γ-ὂ., Ε-ς. αξϊ και [(α)-κ” ΕΙ1εδ[α] και {(1) 
μηδενικού πολ/σμού, έχω το συμπέρασμα ότι {: γ--Ι) είναι αλγεβρικός επί 


του ὃ. 
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Ορισµός 3: (γενίκευση) Αν /[(αθε μα], ἆερ [(α) 21. τότε το {(4) θα 
λέγεται ανάγωγο επί του Ε αν για κάθε ανάλυση του {(α) της µορφής 
Τα)Ξξ α): (8) µε ια) {ο(α) εκ] να έπεται ότι {() σταθερό 


πολυώνυµο ή {»(α) σταθερό πολυώνυµμο. 


Παραδεῦματα: 

ο Τα κ΄ ΕΙ. κΕΙ, κ΄ 2 είναι ανάγωγα επίτου ὅ. 

9 Τα α΄ ΕΙ, αΕΙ είναι ανάγῶγα επί του ὂ, όµως το α΄ «2 δεν είναι 
ανάγωγο επίτου ὅ . διότι αἱ «2Ξ-(κς)2)(κ) 32-24) 

ο Το χ-Ι είναι ανάγῶγο επίτου ς., όὁμωςτο αχ΄ ΕΙ δεν είναι ανάγωγο επίτου 
ς, διότι κ΄ «εἰ -- (ας ὓ(α --ἢ και βεβαίως ούτετο κ΄ 4-2 είναι ανάγῶγο επί 


τους. 


Ορισµός 4: (γενίκευση) Αν το α είναι ρίζα ενός αναγώγου πολυωνύμου 
Ἰα)εμΕ]α] µε ἆερ/(α)Ξν, τότε το ν λέγεται ῥαθμός του αλγεβρικού 


στοιχείου α. 


Παράδει)µα: 
ο Το { είναι ρίζα των πολυωνύμων α΄ ΕΙ και χ΄ --Ιεδ[αχ] ο βαθμός όµως του 
ἰ είναι 2, διότι το α΄ Εἱ είνα ανάγῶγο επί του ὅὃ.,. ενώ το 


αἲ --Γ-- (κ) --Ὀ(α” ΓΙ) δεν είναι ανάγῶγο επίτου ὅ. 


Ορισµός 5: Αν έχω έναν διανυσματικό χώρο 7’ επί ενός σώματος ΑΕ τότε το 
πλήθος των στοιχείων µιας βάσης του }’ λέγεται διάσταση του Υ, και 


συμβολίζεται µε πι, ἠ [Υ.Κ]. 


Παράδει)µα: 
ο ) --(αιχ Εαιταρ/α, ελ. Τότε Υς είναι διανυσµατικός χώρος και έχει 
ως βάση το {Ί,χ,κ΄ὶ. Άρα [ν:ὅ]-3. 


Πρόταση ᾖ: Αν ΡΕ υπόσωµα του ἔ, τότε το Ε είναι διαν. χώρος επίτου Ε. 
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Ορισµός 6: Αν το Ε είναι υπόσωµα του Ε, τότε λέμε ότι το Ε είναι επέκταση 


του {και γράφουμε συμβολικά Ε/Ε. 


Παραδείῦματα: 


ο Το ὃ είναι επέκταση του ὃ. 


ο Το ς είναι επέκτασητου ὂ. 


Ορισµός 7: Μια επέκταση Ε/Ε λέγεται αλγεβρική αν όλα τα στοιχεία του ἔ 


είναι αλγεβρικά επίτου Ε. 


Ορισµός ὃ: Αν Ε/Ρ και [Ε:Ε]Ξνερ'., τότε η επέκταση Ε/ῆ λέγεται 


πεπερασμένη. 


Ορισµός 9: Έστω Ε/Ε και αςεξ. Με Ε(ία) συμβολίζουμε την τοµή όλων 
των ὑποσωμάτων του Ε που περιέχουν το Γ'καιτο α. Δηλαδή το Γ΄ (α) είναι το 


ελάχιστο υποσώµα που περιέχει τα στοιχεία του Γ'καιτο α. 
Αποδεικνύεται ότι: 

Τα) 
δα) 


Γενικότερα αν ὁσᾖβ µε Β(5) συμβολίζουμε την τοµή όλων των 





Γ(α) " ῶεω εβΊα],ε(α) 20 


υποσωµάτων του ἔ, που περιέχουν το /’καιτο ὁ. 


Ορισµός Ι0: Ἔνα πολυώνυµο λέγεται µονικός, όταν ο συντελεστής του 


μεγιστοβαθµίου όρου του, είναι η µονάδα. 


Ορισµός 11: Το πολυώνυµο πι(χ) το οποίο είναι µονικό, µη μηδενικό και το 


ελαχίστου βαθμού που μηδενίζεται απ᾿το α καλείται ελάχιστο πολυώνυμο του α 


επίτου Ε. 


Αποδεικνύεται, ότι το ελάχιστο πολυώνυμο, είναι µονοσήµαντα ορισμένο. 
Επίσης εξορισμού Γ]α]-{/{(α)/ {(α) εΊα]}. 
Πρόταση 2: Αν {(α) το ελάχιστο πολυώνυµο του α επί του Ε τότετο {(α) 


ανάγωγο. 
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Απόδσειζη: Αν Γ(α)Ξ σ(α): (4) µε σ(αχθ,/(4) ε Ε]α] 41) 
τότε /Γ(α)Ξ0 και σ(α):(α)Ξ0 απ᾿όπου έχοµε σ(α)Ξ0 ἠ /(α)Ξ0. 

Εάν τώρα κανένα απ᾿τα σ(α). ἠ(α) δεν σταθερό πολυώνυµο, τότε απ᾿την (1) 
έχοµε ἆερσ(α) «ἆεςρ {(α1) και ἆεσᾖ(αχθ « Γ(4) πράγμα άτοπο, διότι το {(α) 
είναι το πολυώνυµο ελαχίστου βαθμού µε ρίζατο α. 

Άρα ένα από τα δύο σ(α) και (αχ) πρέπει να είναι το σταθερό και έτσι το 


Ί(α) είναι ανάγωγο. 


Πρόταση 3: Αν το {(α) είναι ανάγῶγο επίτου ΕΠ μερίζα ας Γ, τότετο {(α) 


είναι το ελάχιστο πολυώνυμο του α επίτου Ε, 


Απόδσειζη: Αν το {(α) δεν ήταν το ελάχιστο πολυώνυµο του α επίτου Ε, τότε 
θα υπήρχε ένα άλλο σ(α) εξΤα] µε ἀερσ(α) «ερ {(α) και σ(α)Ξ0. 
Ἐτσι,λόγω της προτάσεως 2. το σ(α) θα ήταν ανάγωγο επίτου Ε'. 

Αυτό όµως είναι άτοπο διότι το ανάγῶωγο πολυώνυµο µε ρίζα το α είναι 


µονοσήµαντα ορισμένο. 


Πρόταση 4: Ἔστω Ε/ΕΒ., αεξ και α αλγεβριό επί του Ε. Τότε ο 
διανυσµατικός χώρος Γ(ία) επίἰ του ΑΒ, έχει ως βάση το σύνολο 


2 --ἲ Γ / ώς / / / 
{1 α. αι... α. }. όπου ν είναι ο βαθμός του αλγεβρικού στοιχείου α, επίτου 


Απόδσειζη: Αν θεωρήσω το πι(α) Ως ελάχιστο πολυώνυµο του α επίτου Ε τότε 


π--ἰ 


ἀεσ/π(α)Ξ Υ. Επίσης τα διανύσματα Ἱ.α....α.. είναι γραμμικώς ανεξάρτητα 
επίτου {. 

Πράγµατί αν ὁμΈδι-α.. Ἔθμια 50 µε δεΕ, ἵ-]2.ιν- 1 τότε 
υποχρεωτικά (δε, δι ὃν) Ξ (0.0.0....0) διότι διαφορετικά, το 
ο(α)-- δι Εδιχ-Ε...Ἔδ μα”. θα ήταν ένα µή μηδενικό πολυώνυµο, βαθμού 
μικρότερου του ν που θα είχε ρίζα το α, πράγµα άτοπο αφού ο βαθµός του α 
είναι ν. 


Αν τώρα σ(α)εμΊα] µε ἀεσσ(αᾳ)ὸν-]. τότε 3ο(α).τ(α) εμΊ]α]: σία)Ξ 
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α(α) πια) Ετ(α) µε τ(α)Ξ0 ή ἀεστί(α)«ν-]. 
Έτσι όµως επειδή Ε]α]-- Ε(α) έχω τα {1.α......α”.} να παράγουν και τον χώρο 


Μία). άρα η πρόταση απεδείχθη. 
Πρόταση ὁ: Μια πεπερασμένη επέκταση είναι αλγεβρική επέκταση. 


Απόδειξη: Έστω [Κ:Γ]-π. Έστω α-θ, αξΚ και οι δυνάµεις α -ἰ. 
α,α”.....α”. Τα Π-Εἶ αυτά στοιχεία είναι γραμμικά ανεξάρτητα επί του Ε' γιατί 
[Κ:/]-π. Άρα υπάρχουν 6ρ.6.62.....6, ΕΙ με (ορ... οι) 1 (0,0....0) 
ώστε: 
ο, Ἔσι-α--ο, -α) Ε.. Ἔδμι-α”  νσ,-α” Ξ0 (10) 

Ισχύει: ᾖ{Γ(α)-οαιΈσοα Κουκ” Ε...Έομια” Εσμα" εξ[α] και είναι µη 
μηδενικό. Επίσης λόγω της (1) ισχύει /(α)-0. Άρα το α είναι αλγεβρικό επί 
του Ε' και επειδή το α είναι τυχαίο στοιχείο του Κ-Ξ» κάθε στοιχείο του Κ 


είναι αλγεβρικό επίτου Ε Άρα η επέκταση Κ/ β' είναι αλγεβρική. 


Πρόταση 6: Ἔστω Ε Ε, Κτρία σώµαταµε Εςσεςκ.ΑνοιΕ/Η και Κ/Ε 
είναι πεπερασμµένες επεκτάσεις, τότε καιη Κ/β' είναι πεπερασμένη επέκταση 


και[Κ:ΡΊΊΞΙΚ:Ε]ΓΕ ΙΕ] 


Απόδειζη: Ἐστω Αξίαιια.....ιᾶι} µια βάση του Κ επί του ἔ και 
ΒΞ{βι,β2.....ῤ} µια βάση του ἔ επί του {. Θα αποδείξουμε ότι το σύνολο 
Μ Ξ1αιβ/ΓΞ- 1.2... η, | Ξ 1.2)... 1} είναι µια βάση του Κεπίτου Ε. 


Έστω χεΚ-»κσιαι Γσλα. Έ...Ἔσμαι,οι ΕΕ αφού το σύνολο 4 είναι 


µια βάση του Κεπίτου Ε. 
Επίσης για κάθε 6; έχουµε ο, Ξάμβι τάμβ) ...Ἔ ἄνμβι ἄν ΕΕ, αφού 
το σύνολο β είναι µια βάση του Ε επίτου Ε. 
Άρα: 
αΞ 2 οιαΞ 2. [δα ο] Σ ἄγβιαι- 


151. 1Ξὶ 
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Άρα το Μ παράγει το Κ επί του Ε'. Αρκεί να δείξουµε ότι τα στοιχεία του Μ 
είναι γραμμικά ανεξάρτητα. 


Θεωρούμε ότι; 


» ἀμαβι 0» ὃς Σαιβ ία -0. 


ἐν)” {πι 


1 
Επειδή το »,ά/β,ΕΒ και το σύνολο 4 είναι βάση του Κ επί του Ε. 
1Ξι 


Παίρνουμε: δᾳ η 


Αλλά ἆ, ΕΕ καιτο σύνολο β είναι βάση του Ε επί του Ε'. 
Άρα: αι ΟΙ πο ΠΕ. 
Ἐπομένως το Μ είναι µια βάση του Κεπίτου ΕΜ. Επειδή |Μ -η:.πι ισχύει: 


ΙΚ:.ΕΊΞΙΚ: ΕΕ: ΕΙ. 


Ίήμμα ΥΠ: Αν α και β αλγεβρικοί αριθμοί επί του σώματος 8. τότε και το 


γινόµενό τους είναι αλγεβρικός αριθµός επίτου σώματος 6. 


Απόδειζη: Θεωρούμε την επέκταση θ{α. ). Έστω ότι ο α είναι αλγεβρικός η 
βαθμού και ο ῥι βαθμού. Τότε ισχύουν: 
[θ6(α./): Ε(α)]--πι και [θ((α):6]--π. 

Αποζείξαµμε (Πρόταση ϐ) ότι: 

[6(α./) 16] --[6{α. /): Ε(α)] [ΗΕ (α): Ε]-- πι: η 
και επειδή ΠΙ:Μ πεπερασµένος αριθµός έπεται ότι η επέκταση Ε{(α.β)/Ρ 
είναι αλγεβρική. 
Επειδή το Θ(α,.β) είναι σώμα, τότε θα είναι κλειστό ως προς την τάξη του 
πολλαπλασιασμού. Άρα επειδή α,β εθ(α.β)-»α:βεθία.β). 


Ἐπομένως ο αριθµός α-. ῥ είναι αλγεβρικός. 


Ορισµός 12: Ένα πολυώνυµο {Γ{αι.Χ.....,ἂ) μεταβλητές λέγεται συμμετρικό 
στις Χι.Χ2.....Χ, αν παραμένει το ίδιο όταν εφαρμόσουμε µια μετάθεση στις 


μεταβλητές. Τα στοιχειώδη συμμετρικά πολυώνυµα είναι τα: 
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ὤ2Ξ 2 λα! 
Γκ / 


αν ξ δ, αιλιαι 


ἰκ]«ς 


τε ο 
δηλαδή το αι είναι το άθροισμα όλων τὼν γινοµένων από Κ διαφορετικά 
μεταξύ τους από τα «Χι,Χ2....,Χ,. Αποδεικνύεται ότι κάθε συμμετρικό 
πολυώνυμο είναι πολυώνυµο των στοιχειωδών συμμετρικών πολυωνύμων 
δηλαδή Για ας θ(αινᾱς αι) για κάποιο πολυώνυµο 


φίαι, 2... Χι) Θ δια ροας] , 


(Βλέπε παρακάτω λήμμα ΥΠ(11)). 


Γενικά: 


Αν {(α) είναι ένα πολυώνυµο η βαθμού µε διακριτές ρίζες βι.β2.....β) τότε: 
/(α)Ξαία--ριία--ρι).«(α--ρ,) 
Ξα[κ” --(ρι ρ. Ε...Ἔρι)α”  Εριρο Ἔρβιρι .. Ἕβιι βι)α 
Έτ ριρο-..ρι] 
Ξα[χ" --αιλ «μα ο --Ε(-θ τανκ” ει ε(-θ)7,] 


όπου αιξ Σ Θβιβη--Ρ Είναι το ἀ-οστ στοιχειώδες συμμετρικό 
η ἶος...«Ι 


πολυώνυµο στα ῥβι.β2.....β). 
Ἐπομένως κάθε συμμετρικό πολυώνυµο των ριζών του {(4) εκφράζεται ὡς 


πολυώνυµο τῶν συντελεστών του πολυωνύμου {(α). 


Ορισµός 12: Έστω πολυώνυµο {(αι,χ».... χι) επίτου σώματος {. 


΄ Λιλ λ , ῃ { { μ 
Εστω αχ κ)... κ, ῥΧί.χ22.. η". δύο μονώνυμα. Υπάρχει ελάχιστος ακέραιος 


απ 
Π 


᾿ τέτ ώστε λ, τε λέμε ότι το Οχι 1αχ22...Χ ί ύτ πτ 
έτοιος ώστε Λ,Ἔμ,. Λέμε ότι το βία" αλ” είναι µεγαλύτερο απ᾿το 


λ 


λ.λ ΄ / { , 
αλ Χ} κ αν Λ/ὸμι. Έτσι ορίζεται µια διάταξη στο σύνολο των 
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μονωνύμων. Ο μεγαλύτερο όρος (μονώνυμο) του {Γ(αι,α»,...,ᾶι) λέγεται κύριο 


όρος του πολυωνύµου. 


4ήμμα ΥΠ: Έστω ότιτο πολυώνυµο {{αι,χ»....,Χι) είναι συμμετρικό και ότι 
έχει κύριο όρο τον αχ. ασ’... η". Τότε: 
ὃ ο σης ση, 


(1) Το πολυώνυµο α- αι ας μα)” όπου ἄι,8....8, είναι τα 


π 


στοιχειώδη συμμετρικά πολυώνυµα τῶν Χι,Χ2.....Χι. έχει τον ίδιο κύριο 
όρομετο Γ{ὰ1,12.... χι). 
(11) Το {Γ(αι,α2....Χ)) µπορεί να γραφεί µε την µορφή σ(8ι.,82,....Δ) για 


Κάποιο πολυώνυµο σ(αι,χ2...., χι) ΕΤ, χο... αι]. 


Απόσειζη: 
(ϐ Το συμμετρικό πολυώνυµο {Γ(αι, χο... χι) μαζί µε τον Κύριο όρο του 


/ 


{. πω. {; ζ “ 
αι ο ο αν ο. πρέπει να έχει και τον όρο: 


11 π 
αχ Χ22. κ μχ.. Απ᾽τον ορισμό του Κύριου όρου παίρνουµε ότι 
σκι. 
Άρα: κ ο πώς 
(1) Θέτουμε: σ,͵ξκ,-ἆμι, ἵξ ]12....Π--] και σ,Ξκ,. Τότε ισχύει: σ,20., 


ση 


ΓΞ 1.2... Π. Ένας όρος του α.α[182..Δ;. θα είναι της µορφής 


μη 
Π 


αχ Χολ. Χη., που κάθε µ; είναι άθροισμα ορισμένων απ᾿τους 
σι,σ.....σμ. Ἐπειδή ο Κύριος όρος πρέπει να έχει το μεγαλύτερο δυνατό 
μι, ο εκθέτης του αι στον Κύριο όρο είναιο µιΞζσι-σ; Γσιιτ.. Ἔσιςξ 
(Κι) κι)... (νι --ι) εκ ξκι. 

Όμοια για το µέρος α΄ «χά...χ". του κύριου όρου κάνουμε τον ίδιο 


συλλογισμό και βρίσκουμε ότι ο εκθέτης είναι ο σ» σι Ἑ..Ἔσ,ςά, 


κ.λπ. 
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Άρα ο κύριος όρος του α- αι 24423,.44. είναι ο ίδιος µε τον Κύριο όρο 
του αι μις ας 
(11) Θεωρούμε το πολυώνυµο 
(αμ. Χο. αι} (αι. Χο... χι) --ᾱ- 8 9. 8 
Το Π(αι, Χο... ἂ) είναι συμμετρικό πολυώνυµο και έχει κύριο όρο 


Γ / Ἔ. Γ -α λ λ λ 
μικρότερο απὀ τον κύριο όρο του Γ(αι,Χ.....,Χι). Ἑστω ὂ: κ χ2.. κ ο 
Κύριος όροςτου {(ὰ.,Χ2....ἂι). 


Θεωρούμε το πολυώνυµο: 


προς ἳ 
ο ο ο ος ανν 


το οποίο έχει κύριο όρο μικρότερο του κύριου όρου του {4 Χ2....νᾶι). 
Συνεχίζουμε µε τον ίδιο τρόπο και επειδή υπάρχουν πεπερασμένα το 
πλήθος πολυώνυµα μικρότερα από τα χῇ κὰλ...χ7" η παραπάνω διαδικασία 
θα τελειώσει µέτά απὀ πεπερασμένο το πλήθος βήματα έστω πι και το 


αι, αλ»... χι) θα είναι ένα σταθερό πολυώνυµο «ε6Α'. 


κ 


Γ λ 
Άρα /{αι,12.... χι) Ξα:θ] 


--ᾱ Κ, 1 --λ λ { 
πα αι. 8 Ἔ., Ἔσ και εάν 


κ 


λ-λ 
Βάιλ)... χι) ξα.θ8ι ον. 


Ίο οκ ι λ 
ο ο ο ο ο ο δι 


τότε (χι Εν δν). 


ήμμα ΙΧ: Για την συνάρτηση 


5 


ο : 
Ε(α) ξ-------κἲ .(ομκἳ -Ε... Έσ,λὲ 
ὥσωπα” α )) 
λαμβάνω τις παρακάτω µορφές για τις παραγώγους των διαφόρων τάξεων. 
Ἐχουμε: 
Εκδ (οὐκ” κε. «εβ)- 
2-0! 
ο κ . 
πα ον ο 
πι. ο) 


Οπότε 
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οἳ 

















ΡΟ3- - ων ρα] 
Ε (8) - 5 π] [οὐ (Ύρερ- Ὀ(ηρερ- 2) ΡΕ... εεδ(ρ- Ὀ(ρ- 29 ] 
εῶ- 5 -ῃ [ευ (ρε ρ-Ὀηρερ-2). πρ ερ ρα Ἡ 

Ἔ,, Ἑσ(ρ- ΌὈ(ρ-2)...2ά]5 
Ε6 Ῥ(α)- ο ἐπί (ρε Ὀ(ηρε ρ--2).. (ερ ς 2) Ε...Εσ(ρ-- Όια] 
νο τ- Ὀ οπές (Ύρ ερ Ὀ(ηρρ--2).. (η Γ2)(ηρ κ” αι. εο(ρ-θ 
ΕΩ(Α) - [οὐ (ρε ρ- Ὀ(Ρ ρ--2)..(1ρ-ς2)(1Ρ - Ώήρ -- ...Ἔπίοξι 0] 





(ρ - 
Θεώρημα (1. ἱπάεπιαμπ): Ο πραγματικός αριθµός π είναι υπερβατικός. 


Απόδσειζη: Θα το αποδείξουμε µε τη µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής. 
Έστω ότι ο π είναι αλγεβρικός, τότε και το γινόμενο ἵπ (όπου {-- /--2) είναι 
αλγεβρικός αριθµός (Λήμμα ΝΙ). Άρα ο αριθµός ἰπ είναι ρίζα ενός 
πολυωνύμου µή μηδενικού. Έστω ότι το πολυώνυµο αυτό είναι το «Φ(χ) µε 
ρητούς συντελεστές Και µε ρίζες τους αριθμούς: αι Ξίἶπ. ἄλ.αι....ᾶ,. Είναι 
γνωστό (Λήμμα ΝΤ) ότι: ο” «ΕΙ --0θ. Επομένως: 

(ο -εὐ(ε- --)...(ε" «19 Ξ0 (1) 
(Αφού 6 --ΙΞ0) 
Κάνοντας τις πράξεις στο 1ο µέλος της ισότητας (1) βρίσκουμε ένα άθροισμα 
δυνάμεων µε βάση το ἐ και εκθέτες αθροίσµατα της µορφής αι ται Ἑ... ται, 


οὗ Ἔαμι ται 1 αἱ 


Για παράδειγµα ο όρος 6 1ο” ο ο] .]...Ι -- 
Ὑπάρχει ένα πολυώνυµο που έχει ὡς ρίζες, όλα τα αθροίσµατα της µορφής: 


αι, Ἔα, Ἑ.. ται, του οποίου οἱ συντελεστές, είναι συμμετρικά πολυώνυµα 
Ί 12 Τηῃ 


4] 


των αι.αλ.....ᾶ, Και άρα πολυώνυµα των συν/τών του Φ(α)., που είναι ρητοί 
αριθμοί. 
Διαιρώντας το πολυώνυµο αυτό µετο α΄ (/ το πλήθος τῶν µη µηδενικών 
εκθετών της 1) και πολλαπλασιάζοντας µε το ΕΚΙΠ των παρονοµαστών του 
Φ(χ) βρίσκουμε ένα πολυώνυµο {(α) µε ακέραιους συντελεστές και ρίζες 
τοὺς µη μηδενικούς εκθέτες βι, β.,....β, στο ανάπτυγμα της (1). 
Ἐτσιη (1) αναπτύσσεται: 

εἰ «εἴΣ -ε,, ΕΕ” «ο γε «-.. ες Ξ0Ξ» 

οι -« οῦ2 -...-Εδ6ὐ" «Κ-Ξ-0θ όπου Κεὸ. (2) 
Στο ανάπτυγμα της (1) υπάρχειο όρος 1 -|...Ι. Επομένως κ 20. Έστω ότι: 

Τα) - αχ” Γον” Τ..Έθ ιχ τς, µε 30 


(διότι το 0 δεν είναι ρίζα του {(1)). 





5 ρ-ἰ Ῥ 
Ορίζουµε ΓΕ (4) « . ο »όπου -Ξ/(Ρ--1) µε ῥ πρώτο αριθµός. (3) 
Ρ-- ὑἱ 


Επίσης ορίζουµε: σ(α) - Ε() ΕΕ (03... ΕΕΟ (9. 
Ισχύει: ἆερ (αχ) Ξ(ρ--Ι)εηρΡΞ ρ-Ι--ηρ και 
(8) 
5 ΕΡΕ Γρ «ρε τρ Εερτ{- Ἱ-ηρερ-ί. 
Άρα ΕΙΡ" (4) Ξ0. Επίσης ϱ΄(α0-- Ε'(α) ΕΕ (0). ΕΕ (9. 


Ὑπολογίζουμε την: 
α --χ -χ πΧ. / 
πε εο)]--εεα)τεε(α) 
αχ 


--ε [ε(αῦθ-σ΄α)] 
--ε [Ε() - Ε () Ε.Ε Ρο ϱ Θ (8) 
ο) ος πμ μμ 


--ε Ε(α). 


Επομένως: 


[[ο εωΙά - -]ε"βοδάν -οε(κ)--ε ε(θ)-- |ε" Εαν 
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-ο-σ(α) --σ(θ) - ]ε εάν. 


Αν θέσουμε ΥΞΛλ:α (προσοχή! η μεταβλητή είναι το Λ) έχουµε για τα νέα 


... 
και 


όρια ολοκλήρωσης 
γα λ-ὶ 


ε"ε(α)--ε(θ) - -]ο ' Εάθά(ὰν) - 


(πολ/ζω -) 


«νε "ε(α)--ε(θ)--- αἱε-Ε(λλά «ν 
«»6-ε” σ(κ)-οε΄ σ(θ)Ξ αχ] ο ο Ε(λκ)άλ 


1 ὁ 
«» σ(αθ--ε" ϱ(θ)-- --α[ ει 2 Ε(0αλ. 
0 
Αν θέσουµε στη θέση του κα διαδοχικώς τα βι./......β,. τότε παίρνουμε: 


6(βι)--εδ(θ)---βι [ο ΑΕΛ! 


ο(β,)--εὖ. (0) - ο ο )αλ 


ϱ(β.)- ε/ ε(θ)---β. | οί. Ε(Λβ, λα. 


Προσθέτουμε κατά µέλη, χρησιμοποιώντας την ισοδύναμη σχέση της (2), ότι 


--(οὖι «οὐ»... Εε/’) - κ. Έτσι βρίσκουμε: 


ἑε(θ)γκ-κιο- -Σβ, 1ο" Εάβαλ 8 


Ισχυρισμός: Ισχύει ότι ΡΟ Ξ0.,γιαθ-«ί«ῤρ. 
15ἱ 


Πράγματι Αν παραγωγίσουµε την Ε(α) µέχρι και Ρ--ἰ φορές, θα εμφανίζεται 
πάντα ο παράγοντας {() µε Ιἕπιςρ-ι. 


Αλλά (8) -0. για κάθε Γ-- 1.2....,;. Άρα (0-0. 


Άρα ΣΕΟ(β/)-θ.για θ«ί«ρ. η 
ο. 
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Αν {Σρ η ΕΟ(9 δεν έχει παράγοντα της µορφής /Γ”(α). Άρ Κῶ(β)-ο0, 
σ{Σρ. Επίσηςτο ΕΤ (κ) έχει παράγοντα τον αριθµό ρ (βλέπε λήμμα ΝΠΓ. 
Το ίδιο ισχύειγια {2. 


Άρα για οποιοδήποτε {2 Ρ το άθροισμα: » Γ6(β |) είναι ένα συμμετρικό 
υπ] 


πολυώνυµο των β, βαθμού «ηρ- 1 δηλαδή βαθμού «5. Δηλαδή είναι ένα 
πολυώνυµο βαθμού «ο των συντελεστών οι,.. Το 6) έχει τεθεί στον ορισμό 
της {(α) για να κάνει αυτό το άθροισµα έναν ακέραιο. 
Άρα για 22: έχουµε: 
Σ Οβ) ρὰ ῶ 
απ 
για κάποιο λ, ερ. 
Άρα 
Σε(β))- ΣΕ) ΛΕΡ). ΕΕ δρ] 
15 {5 


ΣΡΙ) ΣΡ(βρν--Ἡ δρ η-Ἠ6/) 


ο 
Ξρ.λ, Έρλιτ.. Ερ.λ 


ερ 
ΞΡ(ὰρ Έλι... Ἑ λεει) Ρ.λ, λερ. 

Τώρα θα ελέγξουµετο (ο). 
(). Αν{ί«ῤρ-2τότε Ε(0)--0 
(ἳ. Αν{- ρ-Ι τότε (0) -- οἱ -εἳ 
(113). Αν {2 τότε ΓΓ(0)-- ρ:ἱ, για κατάλληλο {.εβ. Παράδειγμα για 
ἑτρθίςο-ορι. 
Τα ανωτέρω συμπεράσματα προκύπτουν απὀ το λήμμα ΙΧ. 
Επομένως: ϱ(0)--σ- τε, ΕΙ:ρ.,για/εΡ. (151, Εἶμ Ἐν Ἑηννρ 1). 
Άρα βρήκαμε ότιτο 1ο µέλος της ισότητας (3) είναι 

Ρ:λεΚ.(ο -οἳ ΕΙ) Ξ ρλεκ:ο ο «ΚΙ Ξ 
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Ξ(λ-Κῆρ--κ.ο «ο Ξ7.ρεΚ-σο ο, ΣεΡ. 
Ισχύουν: ἆ-θ, «-θ,ς.-0. Άρα αν πάρουμε το 2} πιαχ(Κ.] ο], α, |). τότε 
το πρώτο µέλος της σχέσης (33) είναι ένας ακέραιος που δεν διαιρείται απὀ το 
Ρ και επομένως είναι διάφορος από το μηδέν. 


Για το δεύτερος µέλος της σχέσης (3) έχουµε: 

















εάρριε στ σι ρρ” υαρητς μα ο μα), 
μμ ο ο, 
-ΡΙβ, 
ἱ ϐ τρ αρ 
η ος 
μα ος 
 -υ 


όπου Μ()Ξ[β, |'λιρ | /4β/). 
Και; 


1 


ΣΑ) [ε Γ4βράλς 








«ρ [ευ ο ο) υπ)  µ 

















δΙ ” 0 ί ὖ ιβ) (ο)! 
ο 1ο) ππ))” ο. 
-ι 1β)(ρ-Εἱ ο 
; [ο |’ [πι ή 1 α-οβ; 
ΣΑ, |. πα αἱ 
7ΞΙ [2 - ΕΙ ο 
ὥ αι "υπ ή κο 
σι (ρ-0! 
όπου 
ΒΞ παν [οἱ αλ. 





- 0 


[ὰ ῷ 9, 
Αλλά για ῥ---οο το τε] (ή «Β 


πο «-0ἱ 





τείνει στο 0. Άρα για ῥ--οο το 
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πρώτο και το δεύτερο µέλος της (3 Ἀ) είναι άνισα. Άτοπο. Άρα το π δεν είναι 
αλγεβρικός. 


Ἐπομένως το π είναι υπερβατικός αριθµός. 


